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Resumo da Tese Apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisi-
tos necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências 
(M. Se. ) 
APLICAÇÃO DO MÉTODO DA SUPERPOSIÇÃO MODAL 
NA ANÁLISE ESTÁTICA NÃO LINEAR DE ESTRUTURAS 
Joaquim Eduardo Mota 
Dezembro de 1986 
Orientador: Edison .. Castro·Prates de Lima 
Programa·: Engenharia Civil 
O método da superposição modal tem sido utilizado co 
mo um procedimento eficiente para análise estática não linear g~ 
omêtrica de estruturas esbeltas com comportamento prê-critico fra 
camente não linear. 
Neste trabalho apresenta-se uma extensão deste méto-
do, que permite a sua aplicação em outras classes de problemas 
nao lineares, e tambêm a consideração de não linearidade fisica 
representada por molas não lineares aplicadas na estrutura. 
No caso de problemas que não se enquadram na catego-· 
ria de fracamente não lineares, a solução modal é corrigida por 
um processo. baseado em atualizações do.sistema de coordenadas e 
no conceito de matriz de rigidez tangente. Para a.consideração 
da.não linearidade fisica, utiliza-se a técnica das pseudo-for -
ças, sendo as equações modais não lineares resultantes resolvi -
das pelo método iterativo de Newton-Raphson. 
O trabalho inclui a.dedução das equações de equili -
brio, considerações sobre a implementação computacional do méto-
do e a análise de alguns exemplos de aplicação. 
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfilJrnent 
of the requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.). 
APPLICATION OF THE MODE SUPERPOSITION METHOD IN 
NONLINEAR STATIC ANALYSIS OF STRUCTURES 
Joaquim Eduardo .Mota 
December, 1986 
Chairman: Edison Castro Prates de Lima 
Department: .Civil Engineering 
The linear buckling mode superpositon method has 
been utilized as an efficient procedure_ for geometric nonlinear 
static analysis of thin-type structures with a mild 
pre-buckling behaviour. 
This work presents a modal method extension 
nonlinear 
where 
both geometric and physical nonlinearities are considered. 
For problems which the mild nonlinearity condition is 
not satisfied, the modal solution is corrected by a procedure 
based on updating of the coordinate system and on tangent stiff-
ness concept. 
The physical nonlinearities are represented by non-
linear springs, and the resultant modal nonlinear equation are 
solved by the pseudo-force technique associated with a Newton-
Raphson iteration scheme. 
The work includes the derivations of the equilibrium 
equations, considerations about a software implementation, and 
analysis of sime application examples. 
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Na análise estrutural pelo método dos elementos fi-
nitos, verificamos uma grande diferença, em termos de esforço 
computacional,entre uma análise estática linear envolvendo fun-
damentalmente a solução de um sistema de equações lineares, e 
uma análise nao linear utilizando métodos incrementais-iterati-
vos. 
Na prática, esta grande diferença tem desestimulado 
a utilização da análise não linear, sobretudo no desenvolvimen-
to de projetos quando.várias hipóteses de carregamento devem 
ser examinadas. 
Constata-se, contudo, que certas classes de proble-
mas nao lineares, .podem ter uma solução satisfatória, através de 
métodos alternativos que exigem um esforço computacional nao 
muito superior ao de uma análise linear convencional. 
Um exemplo destes métodos alternativos é o apresen-
tado por NAGY (3), para análise estática não linear geométrica 
de estruturas esbeltas com comportamento pré-critico fracamente 
não linear. 
Basicamente, o método utiliza uma equaçao· nao line-
ar de equilibrio simplificada, e obtém a resposta pré-critica da 
estrutura através de uma transformação de coordenadas, que uti-
liza como base os modos de flambagem linear da estrutura. 
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Recentemente, MEDEIROS (5) mostrou que é possível se 
obter o mesmo nível de .precisão da solução dada pelo método mo-
dal clássico, utilizando, como alternativa a base modal, um con 
junto de vetores gerados por um processo nao iterativo baseado 
no algoritmo de Lanczos. Desta forma, diminuiu-se o custo do 
método modal, tornando ainda mais atrativa a sua utilização. 
Uma outra vantagem do método modal é que ele fornece 
alguns parâmetros de controle que permitem uma avaliação da qu~ 
lidade da solução obtida. 
Neste trabalho, apresenta-se uma extensão do método 
modal, que permite a sua aplicação em outras classes de proble-
mas não lineares, e também a consideração de não linearidade fi 
sica representada por molas não lineares aplicadas na estrutura. 
No caso de problemas que nao podem ser analisados co 
mo fracamente não lineares, a solução modal é corrigida através 
de um processo baseado em atualizações do sistema de coordena -
das e no conceito de matriz de rigidez tangente. Para a consi-
deração de não linearidade física, utiliza-se a técnica daspse~ 
do-forças, sendo as equações modais não lineares resultantes re 
solvidas pelo método iterativo de Newton-Raphson. 
O desenvolvimento das equações de equilíbrio em coor 
denadas físicas é feito no Capitulo II. O Capitulo III trata da 
obtenção e solução das equações modais. No Capitulo IV sao a-
presentados os aspectos gerais de uma implementação computacio-
nal do método, seguido do desenvolvimento de elementos para es-
truturas reticuladas. O Capitulo V é reservado para análise de 
alguns exemplos aplicativos, e o Capitulo VI para as conclusões 
finais do trabalho. 
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CAPÍTULO .II 
FORMULAÇÃO DAS EQUAÇÕES NÃO LINEARES DE EQUILÍBRIO 
II.l - INTRODUÇÃO 
A questão fundamental tratada na análise nao line-
ar é a da expressão da condição de equilíbrio de um corpo levan 
do em conta a sua configuração deformada. 
O estudo geral deste problema, sem restrições im -
postas aos deslocamentos e às deformações, é feito na mecânica 
do contínuo (1). 
Neste capítulo, abordaremos apenas os aspectos ne-
cessários para o desenvolvimento deste trabalho. 
Inicialmente serao apresentados os conceitos der~ 
ferencial Lagrangeano e o de tensores energéticamente conjuga -
dos. 
Estabelece-se a seguir, o princípio dos trabalhos 
virtuais em termos dos tensores de Piola-Kirchhoff e de Green -
Lagrange. 
A partir de considerações sobre a ordem de grande-
za dos deslocamentos e deformações, define-se a classe de pro -
blemas que iremos resolver. 
O Método dos Elementos Finitos (MEF) e então apli-
cado para discretização do contínuo, obtendo...;se a equaçao matri 
eia! não linear de equilíbrio. 
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Neste ponto, desenvolve-se urna equação simplifica-
da para solução de problemas com comportamento pré-crítico fra-
camente não linear. 
A equaçao simplificada· é examinada quanto a sua u-
tilização em outras classes de·problemas. 
Por fim, fazemos urna extensão da equação nao line-
ar simplificada para consideração de molas·não lineares aplica-
das na estrutura. 
II.2 - FORMULAÇÃO LAGRANGEANA 
Considere o movimento de·um corpo genérico, defini 
do no sistema cartesiano (x1 ,x2 ,x3 ) de referência,como mostra a 
figura II. l. 
Todas as variáveis, estáticase cinemáticas, sao 
medidas em relação a este referencial que é mantido fixo. 
Um ponto P genérico, no interior do corpo, tem 
o o o na configuração inicial (t = O) as coordenadas ( x1 , x 2 , x 3 );p~ 
ra· a configuração deformada (t=t) as novas coordenadas são da-
das por 
(II.1) 
onde t ui e o deslocamento de P na direção i. 










O estudo do movimento é feito portanto acompanha~ 
do os deslocamentos de todas as partículas do corpo. Isto ca-
racteriza a descrição Lagrangeana que se contrapõe à Euleriana 
onde o movimento é estudado em regiões fixas do contínuo deno-
minadas volumes de controle. 
A condição de equilíbrio do corpo para a configu-
raçao no tempo E 
lhos virtuais. 
pode ser expressa pelo princípio dos traba 
Seja oui uma variação virtual das componentes 
cartesianas do campo de deslocamento da configuração deforma -
da. O trabalho virtual das forças internas é igual ao traba -
lho virtual das forças externas. Em notação tensorial temos: 
onde 






= oW (II .2) 
componentes cartesianas do tensor de tensões de 
Cauchy definidas na·configuração· deformada. 
variação virtual das componentes cartesianas do 
tensor de deformações infinitesimais. 
pela expressao 
__ L ["ºu_i oe.. -
2 iJ a tx 
j 




trabalho. virtual das forças externas. Correspo.!! 
de à expressao 
oW = J Ef~ ou. 
- l ' l t ' 
V 
Edv + (II. 4) 
onde f~ e~ sao as forças de massa e de supeE 
ficie que atuam no corpo. 
A dificuldade fundamental. na.aplicação direta da e 
quaçao (II.2) é que a configuração do corpo em·E é desconheci-
da. Esta é, aliás, a principal diferença se compararmos com a 
análise linear onde não se considera a mudança·de configuração 
devido à hipótese de pequenos deslocamentos. 
Outro problema é que as tensões de Cauchy sao sem-
pre orientadas pelo referencial fixo (x1 ,x2 ,x3 ), não acompa. 
nhando a particula. Assim, para uma rotação rigida do corpo, 
as tensões de Cauchy se modificam semque"tenha·havido deforma-
ção; cria-se, portanto, uma dificuldade para o estabelecimento 
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de relações constitutivas. 
A forma de contornar estes problemas, causados pe-
la mudança de configuração, é transformara equação (II.2) em 
outra equivalente onde a integral· seja definida sobre o volume 
da configuração indeformada. 
Dois novos tensores sao então definidos .. O 29 ten 
sor de tensões de Piola-Kirchhoff eo tensor de deformações de 
Green-Lagrange. 
o 29 tensor de Piola-Kirchhoff .se relaciona com o 




Tmn tx · n .} , (II.5) 
onde tp representa a razao entre a densidade de massa da con 
p 





o tensor de Green-Lagrange e dado por 
1 t 
= -2 ( u .. o 1,J 
• 
t t 
+ u .. + :u . 
0 J , 1 o··k, 1 
t. 
uk . ) 
o', ,J 
(II.6) 
Para grandes deformações, estes tensores têm pouco 
significado fisico. Pode-se demonstrar que .eles não se modifi-
cam para movimentos rigidos do.corpo. A propriedade mais impo_:r;: 
tante destes .tensores e que eles são".energicamente conjugados 
Isto significa que 
E 
onde 
s .. ó 
1) 
= trabalho virtual das forças internas na 
configuração deformada por unidade devo 
lume indeformado (II.7) 
cS 
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variação virtual das componentes cartesianas 
do tensor de deformação de'Green-Lagrange 
Utilizando (II;7), temos que 
t = T, , lJ oe .. lJ (II.8) 
Admitindo-se que as forças externas sãb' independe~ 
tes da deformação, o trabalho virtual por elas realizado 
também ser calculado na ·Configuração indeformada. 
pode 
cSW = f 
ºv 
(II.9) 
Para o desenvolvimento do·MEF é mais conveniente 
escrever a equação ,(II.8) em forma matricial como 
o 




II.3 - FORMULAÇÃO,LAGRANGEANA DE PEQUENAS ROTAÇÕES 
Na obtenção da equação (II.10) sao utilizados ap~ 
nas o conceito de meio contínuo e a hipótese de equilíbrio. Ne 
nhuma limitação e imposta, aos deslocamentos· ê deformações. A 
equaçao (II.10) e portanto geral, permitindo que se analise to 
do tipo de não linearidade. 
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Estabeleceremos agora as hipóteses que definirão a 
classe de problemas que resolveremos. 
Admite-se, em primeiro·lugar, que os materiais da 
estrutura trabalham em regime elástico. A hipótese de pequenas 
deformações (s<<l) é então.naturalmente adotada, já que para a 
maioria dos materiais a hipótese·de regime elástico implica que 
- -3 -as deformaçoes sejam da ordem de 10 no maximo. 
Uma consequência importante é·que nestas condições 
os tensores deGreen-Lagrange e o 29 de Piola-'-Kirchhoff adqui -
rem significado físico, sendo·as suas componentes-identificadas 
com as deformações e tensões de·uso·na engenharia. 
A relação constitutiva (tensão-'deformação) é então 
estabelecida adotando-se a hipótese de'proporcionalidade ou lei 
de Hooke generalizada. 
S = E E 
onde E e a matriz elástica 
{1-y' 
y . {1-y) 








E Módulo de Elasticidade 







o o l-2y 2 
Longitudinal 
Do ponto de vista físico ou de material, o compor-
tamento da estrutura é portanto elástico linear. 
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A hipótese de pequenas deformações nao é t.odavia 
suficiente para linearizar as relações·deformação-deslocamen -
Observando a equaçao (II.6), a linearidade geomé-'-
trica so se verifica qaando todos os produtos dos gradientes 
de deslocamentos .puderem ser desprezados na·presença deste, ou 
seja 
uk,1.· uk . << u .. ,J l.,J 
(II.15) 
Demonstra-se na teoria:da Elasticidade nao Linear 
(2), que a condição (II.15) (linearidade geométrica) é satis -
feita quando o quadrado dos deslocamentos·angulares (rotações) 
forem desprezíveis -na preseri-ça das·.deformações ·(alongamentos re 
lativos e distorções). 
Designando as rotações 
tão três situações: 
por 8 , identificamos en-
a) Rotações "muito pequenas" (8 da ordem de e:). 
Neste caso 82 será desprezível em presença.de E (já que 
para. pequenas deformações (e:<<1) temos e: 2 << e:) ·e o proble-
ma. pode ser anal.isado pela teoria linear. 
Para que a condição de linearidade física.nao seja violada 
o 
temos que e 2 0,001 rad ou e< 0,06. 
Nesta faixa podemos fazer 
e; sen e;· tg e 
b) Rotações "pequenas" .( 82 é da ordem de e:) 
Os termos nao lineares na relação deformação-deslocamentos 
não podem ser mais desprezados. 
Devido ao limite elástico temos 8 2 < 0,001 
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e 2 0,03 rad ou e< 2° 
Ainda se pode fazer e; sen e; tg e 
Porém devemos considerar cose= 1 - 8 2 /2. 
A solução da equação (II.10) adotando esta hipótese, é chama 
da de teoria simplificada de segunda·ordem:ou formulação La-
grangeana de pequenas rotações. 
c) Rotações "grandes" (A ordem·de grandeza de· E pode ser esti 
mada por 8 4 ) 
Pelo l,imite elástico temos 8 4 < 0,001 
e 2 0,18 rad ou e< 10º 
Corresponde ao caso onde a -teoria· completa deve ser utiliza-
da, já que grandes deslocamentos' são verificados. 
Nossa análise nao linear geométrica utilizará en -
tão a hipótese de pequenas rotações. Mais adiante mostraremos 
que através de uma atualização do referencial Lagrangeano, po -
de-se usar a teoria simplificada de 2~ ordem·para análise de 
grandes :deslocamentos. 
II.4 - MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS·- MATRIZES DE RIGIDEZ SECAN 
TE E TANGENTE 
Utilizaremos agora o método dos elementos finitos 
para discretização da.equação (II.10). O continuo·éentão di-
vidido em regiões (elementos finitos) onde se definem um deter 
minado número de pontos denominados pontos nodais. Para cada 
elemento o campo de deslocamento e obtido pela.· interpolação dos 
deslocamentos dos pontos nodais. Matricialmente temos 




u vetor dos,deslocamentos ·no elemento 
~. matriz das funções de interpolação 
r vetor dos deslocamentos dos pontos nodais 
Usando (II.16), o carnpo·de deformação e dado por 
B -o é função apenas de 
(II.17) 
e representa .. a, parte linear da 
relação deformação-deslocamento. • A matriz· ~l é função de ~ 
e r e fornece a parcela não 1-inear ·da deformação. 
Pode-se demonstrar que ~l e linear em r ou se-
ja 
A variação oE e dada então por 
(II.19) 
Substituindo (II.13), (II.17) e (II.19) em (II.10), terros 
(II.20) 
onde R dado por 
0dA (II .21) 
é o vetor das forças nodais cinematicamente equivalentes no 
sentido de que elas realizam o mesmo trabalho que as forças 
B. fA 
f., e para o campo de deslocamento dado por (II.16). 
A equaçao (II.20) é a relação nao linear entre as 
forças nodais e os deslocamentos nodais. 
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Fazendo 
K = f BT'E'B ºdv MATRIZ DE RIGIDEZ ELÁSTICA 





T o · 
= ~g(~L) + ~g(ti_a) = 2 ~l ~ ~o dV + 
ºv 
- MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMl':TRICA 





2J BTEB ºdv -1--1 o 
V (II.23) 
(II.24) 
a equaçao (II.20) pode ser escrita como 
onde K -s 
(II.25) 
e a matriz de rigidez secante relacionando forças e 




= K -s 
Diferenciando a equação· (II. 25) em relação a r ob 
K -e + K -g + liK - e = ~t 
+ BT E B ºrN 
-1 - -O 
(II.26) 
(II .27) 
A soma ~t é a matriz de rigidez tangente e re -
presenta a taxa instantânea de variação das forças internas em 
relação a uma variação-dos, deslocamentos. 
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II.5 - PROBLEMAS COM COMPORTAMENTO PRÉ-CRÍTICO FRACAMENTE NÃO 
LINEAR 
Para a solução da equaçao nao linear de equilíbrio 
(II.25) podem ser empregados os métodos incrementais-iterativos 
de uso já tradicional na análise não linear. 
O elevado esforço computacional verificado nas im-
plementações destes métodos clássicos levou·· ao· desenvolvimento 
de processos mais eficientes e adaptados às· cond·ições específi-
cas da classe de problema a· ser resolvida. 
Um exemplo.destes métodos·intermediários é o apre-
sentado por NAGY (3) para a solução de problemas com comporta -
mento pré-crítico fracamente não linear. 
Neste caso, o método desenvolve·uma equaçao de e -
quilíbrio particular, correspondendo a uma simplificação em 
(II. 25) , e utiliza como incõgni ta o desvio da solução linear do 
problema. 
A grande vantagem· do método é que a equaçao. obtida 
admite uma solução simples não· incremental-iterativa para uma 
família de carregamento do tipo )()3. 
Um outro aspecto importante é a constatação de que 
grande parte dos problemas não lineares, situados· na categoria 
de pequenas rotações, também satisfazem as condições de compor-
tamento pré-crítico. fracamente não· linear, e ··portanto, têm uma 
solução satisfatória pela equação 'simp·lif icada, 
Neste item apresentaremos a conceituação de probl~ 
ma·com comportamento·pré-crítico fracamente·não·linear seguida 
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do desenvolvimento da equaçao nao linear de equilíbrio simpli-
ficada para análise desta classe de problemas. 
II.5.1 - Flambagem Linear 
Admitamos que exista uma família de carregamento 
do tipo À~l. que lineariza a equação (II. 25) para uma faixa de 
valores de À de nosso interesse. 
Isto significa que os· termos nao · lineares em (II.25) 
podem ser neste caso desprezados, ou seja 
(II.28) 
(II.29) 
Como a equaçao (II.25) é nao linear, verificare -
mos a possibilidade de existência··de uma outra solução para o 
carregamento À~l . 
Considera-se então que·a·nova solução seja do ti-
po 
(II.30) 
onde !:,,r e uma perturbação·infinitesimal·da solução linear. 
Substituindo (II.30) em (II.25) e desprezando os 
termos de ordem superior em. t,,r obtemos 
[K + ÀK (olL)] /),r = O (II.31) -e -g -
16 
De (II.31), fica claro que as soluções diferentes 
de À:i so podem existir se 
det [K + ÀK (olL)] = O (II.32) -e -g -
o anulamento do determinante em (II.32) soe veri 
ficado para valores discretos de À correspondentes aos auto-
valores do problema 
'(II.33) 
Para uma estrutura com n graus de liberdade, t~ 
mos que A e uma matriz diagonal composta dos n autovalores 
de (II.33) e X é uma matriz n x n formada pelos. autoveto -
res correspondentes. 
A interpretação desta so·lucão é que a estrutura 
responderá linearmente para o intervalo 02À<À 1 . Em À=Àl a 
curva força-deslocamento sofre uma bifurcação admitindo também 
a solução do tipo 
(II.34) 
onde E e um parâmetro indeterminado. 
O ponto de bifurcação é denominado também de pon-
to critico ou ponto de flambagem·e pode corresponder a uma ·situação 
de equilibrio instável da estrutura. 
Os valores Ài sao·os fatores que determinam as 




são os correspondentes modos 
Devido-ao comportamento pré-critico linear da es-
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trutura, este problema e conhecido como flambagem linear. 
II. 5. 2 - Comportamento Pré-Critico Fracamente•· Não Linear 
A flambagem linear e uma situação ideal· que na pr~ 
tica dificilmente ocorre devido a existênciade pequenas imper-
feições na geometria inicial da estrutura ou nas cargas aplica-
das. Estas perturbações causam um afastamento·da solução line-
ar antes de À atingir o valor crítico "i· 
Este afastamento da solução linear depende do grau 
das imperfeições na estrutura e da sensibilidade desta com rela 
çao a estas imperfeições. Diz-se então que a estrutura aprese~ 
ta um comportamento pré-crítico fracamente·não linear. 
Consideremos agora que·a estrutura ·seja submetida 
a um carregamento ·ÀR, próximo de "~l , podendo ser escrito co 
mo 
(II.35) 
Devemos entender que À~ é·ocarregamento real da 
estrutura e À~l é um carregamento ideal, próximo de ÀR, e 
que satisfaz as condições do problema de flambagem linear. 
Admite-se como em (II.30) que·a solução para o car 
regamento ÀR seja do tipo 
r = "!:l + tir (II.36) 
com tir pequeno quando comparado com ":i. 
Após a substituição de (II.36) em (II.25) e despr~ 
zando os termos de ordem superior em tir, obtemos 
/'ir 
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De (II.36) temos que 




Por outro lado, podemos também escrever a solução 
não linear como 
r = ":L + :D (II.39) 
onde À:L é a solução linear para o carregamento ~R e :D é o 
afastamento desta solução devido à não··linearidade geométrica. 
Substituindo (II.39) em (II.38) temos que 
(II.40) 
Desenvolvendo (II.37) utilizando .o valor de /'ir 
dado por ( II. 4 O) , obtemos 
À/'iR = 
De (II.35) podemos escrever 




Além disto, como À~l satisfaz as·condições do 
problema de flarnbagem linear, o termo À2 ~g(z1L>:1 pode ser 
desprezado em presença de À~e:i· 




o único problema para utilização' da equaçao (II.44) 
e que nao conhecemos o carregamento ÀR e portanto a matriz 
-1 
ISg(~lL) não pode ser obtida. Este.fato· pode ser contornado con 
siderando que devido à proximidade de ÀR e ·ÀR · temos 
-1 
º-lL ; o ; EB r, e, desta forma, podemos substituir . -L · --o-L 
por JSg(~L). 
que 
A equaçao de equilíbrio simplificada para proble -
mas fracamente não lineares corresponde então a 
(II .45) 
Esta equaçao será válida para o intervalo \_ <À<\+ 
onde À1_ e Àl~ são os primeiros autovalores·negativo e posit.!_ 
vo, respectivamente ,do oroblema de autovalor··(II. 33·) . Se os au-
tovalores forem todos positivos; o interva·lo de validade da e-
quação (II.45) será ("'." 00 ,Àl+); em·caso contrário,. para autovalo-
res negativos, teremos (À
1
_,+ 00 ). 
Devemos enfatizar que a equaçao ·(II.45) é apenas.·~ 
ma aproximação da .equação não linear completa·(II.25) e é váli-
da somente para problemas com comportamento .pré-crítico fraca -
mente não linear. 
Mais tarde estabeleceremos um parâmetro de contro-
le obtido através de normas especiais dos vetores À:i e ~r 
que nos permitirá avaliar a qualidade da solução fornecida pela 
equaçao (II.45). 
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II.6 - EXTENSÃO PARA OUTRAS CLASSES DE PROBLEMAS NÃO LINEARES 
No item anterior vimos que a equaçao (II .45) ]X)de ser 
utilizada no lugar da equação (II.25) nos casos de probl~ 
mas com comportamento pré-critico fracamente não linear. 
Para problemas que nao estão próximos de uma situa-
çao de flambagem linear, a solução fornecida pela equaçao (II.45) 
deve ser vista apenas como uma solução intermediária entre aso 
lução linear e a não linear exata. 
De fato, considerando apenas os·dois primeiros ter-
mos em (II.25), obtemos a equaçao intermediária 
[K + K (cr)]r = R 
-e -g - -
(II.46) 
Como nos desenvolvimentos anteriores, a solução r 
para o carregamento ÀR será dada por 
onde À~L é a resposta linear para·o·carregamento ÀR; ou se -
ja 
(II.48) 





Observando a equaçao (II.49), podemos identificar 
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duas situações particulares. 
Suponhamos, .em.primeiro lugar, que tenhamos a vali-
dade de 
(II.52) 
para o intervalo de À de nosso interesse. 
A notação adotada em (II.52) significa que cada el~ 
mento do vetor do lado esquerdo. é desprezível quando comparado 
com o elemento· correspondente do vetor do· lado direito. 
Levando em conta (II.48) e (II.52), temos que a e-
quaçao (II.49) resume-se a 
= o (II.53) 
ou seja, :D= O ,indicando que a resposta linear e satisfató -
ria. 
Uma segunda situação corresponde à consideração ap~ 
nas da primeira parte da desigualdade (II.52), o que nos leva a 
(II.54) 
Neste caso, a equaçao · (II. 49) simplifica-se para 
(II.55) 
que é idêntica a equaçao (II.45) obtida para problemas fracamen 
te não lineares. 
À medida.que a condição (II.54) vai deixando de ser 
·' cumprida, a solução dada pela equação (II.55) vai se afastando 
da solução não linear exata, fornecendo·portanto, como já havi-
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amos adiantado, uma solução intermediãria. 
Esta solução intermediãria se constitui uma opçao 
interessante sobretudo para análise de problemas, como os de e 
levado· nl1.mero de graus de liberdade e sujeito a várias combi 
nações·de carregamento, onde a aná1ise não·linear convencional 
é normalmente rejeitada, a nívei de projeto, devido ao seu ele 
vado custo. 
A utilização da equaçao (II.55), nestas circunstã!!_ 
cias, deve então ser entendida como·uma'substituição da análi-
se linear. 
Ainda para estes casos, pode-se obter una correção da so 
lução dada p:,r (II.55) através de atualizações de referencial. 
Considere,. por exemplo·, que· se ··deseja fazer uma a-
tualização de referencial em À= Àp. 
Com os deslocamentos r , ·obtidos para o nível Àp' 
-P 
obtém-se então a matriz de rigidez tangente K 1 dada por (II.26). -t 
As .coordenadas nodais· são então· atualizadas para a 
nova configuração· da estrutura. 
Calcula-se a solução linear 
1 
~t ~L = R (II.56) 
e com obtemos a matriz 
A equação -que fornecerá os deslocamentos a partir de 
r sera dada então por 
-P 
K1 
-t ~D + A2~!(~L)~L + (II.57) X 
1 o ~g(~L)~D = 
onde 
X = À - À p (II.58) 
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Os deslocamentos totais correspondem então a 
(II.59) 
Dos itens (II.5) e (II.6) podemos concluir que a a-
nálise estrutural utilizando a equação (II.55) se apresenta co-
mo um procedimento alternativo· à análise linear, incorporando as 
seguintes vantagens: 
Para os casos de comportamento pré-critico·fracamente nao li-
near, a solução.dada é uma'aproximação·bastantesatisfatória 
da solução não linear completa. 
Nos demais problemas, a.equaçao (II.55) oferece uma solução~ 
lhor que a linear, podendo-se·obter·uma·estimativa da solução 
não linear. Obtém-se assim, uma análise intermediária entre 
a linear e a nao.linear exata, com'um custo muito inferior ao 
desta última. 
II.7 - ANÁLISE DE ESTRUTURAS COM VINCULAÇÕES REPRESENTADAS POR 
MOLAS NÃO LINEARES 
Neste item estabeleceremos·uma extensão da equaçao 
( II .·5 5) que permite incluir os efeitos de molas · não lineares li 
gadas na estrutura. 
A nova. equaçao sera desenvolvida usando a técnica das 
pseudo-forças. 
Apresentaremos, inicialmente,·a aplicação do método 
das pseudo-forças em um problema com· um grau· ·de liberdade. 
Considere o problema da determinação do deslocamen~ 
to sofrido. por uma mola M representada na·figura II.2 quando 
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Figura II.2 - Mola Não Linear 
A relação força-deslocamento de M e dada pela fun 
çao F(r) não linear em r. 
A equaçao de equilíbrio e, portanto 
F(r) = R (II.60) 
Supondo que a mola tivesse uma rigidez constante de 
valor K, a curva força-deslocamento corresponde à reta F=Kr 
Na figura II.3 são apresentadas as curvas supondo 






Figura II.3 Curvas Força - Deslocamento 
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Seja então N(r) a função que fornece a diferença 
entre as duas curvas. Ternos então 
N(r) = Kr - F(r) (II.61) 
Obtendo F(r) em (II.61) e substituindo em (II.60), 
obtemos 
Kr = R + N (r) (II.62) 
A.idéia é tratar a 0 rnola corno se ela tivesse urna ri-
gidez fixa e a força externa corno urna função do deslocamento. 
A força N(r) fictícia é denominada de pseudo-força. 
Dentro do espírito da equação (II'.55), vamos consi-
derar que a solução linear rL. dada por 
R 
rL = K (II.63) 
tenha sido determinada. 
Substituindo r em (II.62) por ternos 
KrNL = N (r) (II .64) 
que e urna equaçao em termos do desvio da· solução linear. 
A aplicação do procedimento acima na formulação ma-
tricial nos leva à equaçao 
onde as matrizes K e K -e -g 
(II.65) 
sao obtidas· supondo .. rigidez constan-
te para as molas nao lineares ligadas na estrutura. O vetor 
N(r) e o vetor das pseudo-forças. 
o desvio '.:D é dado agora pela sorna·da parcela '.:Dl 
devido à nao linearidade geométrica com a parcela '.:D 2 devido 




e substituindo em (II. 65), obtemos o seguinte sistema de equa -
çoes 
= o (II.67) 
Obtidas as parcelas ~Dl e ~02 , o deslocamento fi -
nal sera dado por 
(II.69) 
O tipo de mola que consideraremos em nossas anãli -
ses apresenta-uma curva força-deslocamento dada por trechos ·1i-
neares. 
Na figura II.4 ilustra-se o caso de uma mola nao li 
near genérica. 
Os valores K. sao os coeficientes angulares ou de 
1 
rigidez da mola para cada trecho. 
Admite-se também que a relação força-deslocamento 
seja ímpar, significando que 
F(-r) = -F(r) (II. 70) 
Na utilização do método das pseudo-forças tomaremos 





F (r > K 
Figura II.4 - Curva Força-Deslocamento 
A curva representando as pseudo-forças para a mola 
genérica da figura II.5 será então 
N (r > 
'4 r 
Figura II.5 - Pseudo-Força 
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CAPÍTULO III 
MÉTODO DA SUPERPOSIÇÃO MODAL 
III.l - INTRODUÇÃO 
As equaçoes para análise nao linear (II. 6 7} e (II.68), 
desenvolvidas no capitulo anterior, são definidas no espaço Rn 
utilizando a sua base canônica. 
Teoricamente qualquer outra base Rn pode também ser 
utilizada para representação destas equaçoes. 
Baseado neste principio, o Método da Superposição Mo-
dal (MSM} efetua urna transformação de coordenadas representando 
as equações (II.67) e (II.68) em urna nova base formada pelos a~ 
tovetores de problema (II.33), ou seja, os modos de flambagern da 
estrutura. 
Veremos, neste capitulo, que esta mudança é particu -
larmente eficiente, no sentido de que apenas poucos vetores da 
nova base serão necessários para urna boa representação da solu-
çao. 
Corno alternativa à base modal, faremos uso da base 
Lanczos-Ritz que e urna aproximação da base modal obtida por um 
processo nao iterativo e que permite a seleção dos vetores ou 
modos de flarnbagern mais significativos para o cálculo da solu -
çao. 
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III.2 - FORMULAÇÃO DA EQUAÇÃO MODAL PARA A ANÁLISE NÃO LINEAR 
GEOMÉTRICA 
Representando os vetores :L e :D da equaçao (II.45) 
na base modal, temos que 
r =Xa. -L 
r = X B -D 
e (III.l) 
(III.2) 
onde a e B sao os vetores contendo·respectivamente as coorde 
nadas de na base modal. 
A resposta nao linear r pode ser escrita então co 
mo 
Substituindo (III.1) e (III.2) em ( II. 45 ) e pre-
multiplicando toda equaçao por XT, obtemos 
(III. 4) 




e a equaçao (III.4) transforma-se em 





As coordenadas da resposta nao linear na base modal 
correspondem então a 
mos que 
(III .10) 
Observando a equaçao (III.10), concluímos que para 
Àa.. >> s. 
]. ]. 
muito menores que a unidade (. {. << 1) te-
i 
, e portanto, a·contribuição do autovetor 
~i para a representação da parcela não linear :o pode ser 
desprezada. 
Como os autovalores Ài estão em ordem crescente, 
so precisaremos dos p primeiros· autovetores· se·· considerarmos 
que << 1 para i > p. 
Para os problemas usuais, os autovalores Ài estão 
suficientemente afastados para·que na ·prática se tenha p << n. 
Na obtenção.da resposta nao linear r, o método u-






Para se avaliar o grau de nao linearidade do probl.§_ 
ma, devemos comparar os vetores !::,r 
ma conveniente definida no espaço Rn 
e Àr -1 através de uma nor-
A norma adotada sera a raiz quadrada da energia ar-
mazenada na estrutura supondo· que··os· deslocamentos !::,r e À:l 





Explicitaremos agora os vetores fir e À~l em termos 
de suas coordenadas na base modal. 
Designando por X -p a submatriz de ~ que considera 
somente os primeiros p vetores e X a submatriz complemen -n-p i -
tar formada pelos n-p vetores restantes, podemos escrever 
com 
r = X ex -1 -n-p -n-p e (III.14) 
fir = r.:n + À~2 = X ( 13 + ÀCX ) (III.15) -p -P -p 
T 
[ ªl' ª2, .•• cxp] (III.16) ::p = 
T 
[cxp+l' ªp+2' · · · 'ªn] (III.17) ::n-p= e 
13 T = [131' 132, ••. 13P] (III.18) -p 
Calculando as normas de· fir e À~l , temos então 
l l~rl 1 ( 1 )2 2]1/2 1-À/Ài ªi 
(III.19) 
n 
= Àr.!. (XT XT K X ex Jl/2 =À'.!_ ~ o.~Jl/2 
l2 -n-p -n-p -e -n-p -n-p L 2 l i 
p+l 
(III.20) 
A condição para comportamento pré-crítico fracamente 





[ I af J i;2 
p+l 
(III.21) 
NAGY (3) propoe em seu trabalho urna forma sirnplific~ 
da para análise da condição (III.21), verificando a sua valida-
de para À-+ O. 
Corno estamos interessados em um controle mais rigorQ 
soda solução, utilizaremos diretamente a condição (III.21) e 
calcularemos a relação I IL'lrl I para À assumindo os valores . ]l">:rJl 
O lado esquerda da equaçao (III.21) pode ser obtido, 
já que os valores de ªi para i 2p são calculados por 
a = X~ R i -l. - (III.22) 
O lado direito de (III.21) corresponde a h 11!:1 11 e 
sera obtido pela expressao 
com 
l = 2 
Os valores de 
e 
1 IL'lrl 1 




servem para avaliar, dentro 
do intervalo de validade À, até onde é possível manter a hip2 
tese de comportamento fracamente não linear. 
33 
III.3 - FORMULAÇÃO DA EQUAÇÃO MODAL PARA ANÁLISE DA NÃO LINEA-
RIDADE F1SICA LOCALIZADA - SOLUÇÃO PELO Mf:TODO DE NEW-
TON-RAPHSON 
Projetaremos agora a equaçao (II.68) na base modal X. 
Seja então 1 o vetor que contém as coordenadas mo -
dais de ED2 . 
Substituindo Eo2 em (II.68) e pré-multiplicando to 
da a equaçao por XT, obtemos 
(III.26) 
Diferentemente do caso da equaçao modal para análise 
nao linear geométrica, não podemos agora garantir que apenasos 
p primeiros modos de flambagem sejam suficientes para uma boa 
representação de ( II. 68 ) na base modal. 
É possível que outros modos de flambagem associados 
a autovalores superiores a Àp sejam necessários para que a 
solução obtida com a base truncada seja satisfatória. 
A questão da seleção dos modos de flambagem importa~ 
tes para a solução .de (II.68) sera discutida no item seguinte. 
Vamos considerar, por enquanto, que se tenha selecio 
nado q modos de flambagem, nao necessariamente os q prime! 
ros, mas os suficientes para uma boa representação da solução 
fD2 · 
Agrupando estes vetores na matriz X (nxq) e repre-
sentando a equação (II.68) nesta base, teremos 
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--1-
~ c~l p - ÀJ\ p = (III.27) 
onde 
ED2 = X p (III. 28) -
_-1 
X !5g(:'.L) X = -1\ e (III.29) 
~T~(El = ~ <El (III.30) 
A expressao (III.27) representa o conjunto de q e-
quaçoes 
= ~. (r) 
1 -
i=l,q (III.31) 
A solução dessas equaçoes nao lineares sera obtida a 
través do método iterativo de Newton-Raphson. 
Neste método, a solução e obtida pela determinação do 
"zero" das funções fi dadas por 
i=l,q (III.32) 
Expandindo as funções fi em série de Taylor e re -
tendo apenas os termos da primeira ordem, obtemos 
f. ($ + ll~) 
1 - -




a <P • 
J 
Supondo que p + llj = ~* 






e que ~* anula as fun -
(III.34) 
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Seja então -o p . uma aproximação inicial para 
Utilizando (III. 34) e substituindo -o p por. p , pod~ 
mos calcular n_cp e assim obteremos 
-1 -o -p = p + li_<P 
que e uma melhor aproximação para 
(III. 35) 
-* p 







. -n -n-1 . E_cpn p = p + 
--o o p = 
-n 












O lado esquerdo de (III.36) é calculado diferencian-
















se i t- j 
(III.40) 
se i=j 
3ij,. ( r) 















1 n-1 r=r 
Utilizando (III.30), podemos escrever 
aip. {r) 
]. -
1 n-1 r=r 
= 
-T 3N(r) 
X. ' ]. ork 





.( III. 42) 
_( III. 43) 
(III.44) 
-
onde Kk e o valor da tangente a curva rN{rk) •rk[ no ponto 
n-1 rk = rk 
t claro que Kk só existe para os valores de k cor 
respondentes aos graus de liberdade com molas não lineares. 
Substituindo (III.43) e (III.44) em (III.41), obtemos 
31/Ji <:!:> 
a~. 1 n-1 
J r=r 
= (III.45) 
Escrevendo a expressao recursiva (III.36) em forma ma 
tricial, temos 
-n-1 _n 
[!S+~*(p )] Ílq, = (III.46) 
onde K e uma matriz diagonal (qxq) cujos elementos sao dados 
pela expressao (III.40). 
A matriz K* e completa (qxq) e e função do vetor f· 
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De ( III. 45) vemos que a matriz K* corresponde a ex 
pressao 
(III.47) 
onde K e uma matriz diagonal (nxn) cujos termos dependem de 1 
e correspondem aos valores de Kk definidos anteriormente. 
O processo iterativo so será interrompido quando os 
valores de fi (i=l,q) estiverem suficientemente próximos de 
zero, ou seja, dentro de uma tolerância pré-estabelecida. 
O tipo de convergência do método de Newton-RaphsonP.'.! 
ra o caso da equação (III.46) pode ser visualizado pela análi-
se do problema da mola não linear M do item (II.7). 
Tomando como aproximação inicial a resposta linear da 
mola, teremos então a seguinte representação gráfica para o pr2 
cesso iterativo. 
F Ir ) 
R 
Figura III .1 - Esquema de Iteração do MNR- Sistema can 1 grau de li 
herdade 
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III.4 - GERAÇÃO DA BASE PARA TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS - BA-
SE DE LANCZOS-RITZ 
A utilização do Método de Superposição Modal nos le-
va sempre a duas questões fundamentais. 
A primeira é a escolha do algoritmo para a geraçao da 
base de transformação de coordenadas; e a segunda é a determina 
ção do número de vetores necessários para esta nova base. 
Os primeiros trabalhos, que tratavam da análise nao 
linear geométrica pelo MSM, utilizavam uma base formada pelos p 
primeiros modos de flambagem, calculados de forma exata, atra -
vês de métodos como o da iteração inversa e o da iteração por 
subespaço. 
Devido ao caráter iterativo destes métodos, a etapa 
de geraçao da base modal, ou seja, o cálculo dos modos de flam-
bagem, sempre exigiu um grande esforço computacional, penaliza!! 
do assim o método modal. 
MEDEIROS (5) apresentou em seu trabalho a utilização 
de uma base alternativa à base modal. 
A nova base, denominada de Lanczos-Ritz, é uma apro-
ximação da base modal e é obtida por um processo não iterativo. 
Basicamente, o procedimento utiliza a análise de 
Rayleigh-Ritz com os vetores de Ritz gerados pelo algoritmo de 
Lanczos. 
Seja, por exemplo, a geraçao de m vetores de Lanc-
zos-Ritz. 
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Inicialmente, adota-se um vetor lp , que será tom~ 
do como vetor de partida para a geração da sequência de Krilov 
que é dada por 
-1 1 2 -1 m 
(~e ~g(zL))lp' (~~ ~g(zL)) lp•···,(~e ~g(!;'L)) lpj 
... (III.48) 
Os vetores sao obtidos sequencialmente e sao K - or -e 
tonormalizados em relação aos precedentes através da técnica de 
Gram-Schimidt. 
O conjunto de vetores obtidos sao chamados de veto -
res de Lanczos e são armazenados na matriz Y 
Procura-se então, agora, a melhor aproximação possí-
vel para os m primeiros modos de flambagem dentro do subespa-
ço gerado pelos vetores de Lanczos. 
Este procedimento é uma análise de Rayleigh-Ritz e 
se inicia pela projeção das matrizes ~e e -~g(zL) na base de 
Lanczos. 
K =';?K Y=I -e -e - ~ 
(III.49) 
(III.50) 
Com as novas matrizes de ordem (pxp), resolve-se o 
problema de autovalor e autovetor 
K Z 
-e - = 
(III.51) 
Os autovalores encontrados sao aproximações para os 
autovalores do problema original, e a base 
X* = YZ (III. 52) 
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conterá aproximações para os m primeiros modos de flambagem. 
o aspecto mais importante do método de Lanczos-Ritz e 
seu caráter seletivo. 
Os vetores gerados sao aproximações dos modos de flam 
bagem que nao são ortogonais a lp. 
Isto significa que se tomarmos Eol como vetor de 
partida, teremos que o subespaço gerado pela base de Lanczos 
Ritz é uma aproximação do subespaço gerado pelo modos de flamba-
gem com maior fator de participação no cálculo da parcela nao 
linear Eol . 
Para a solução dos problemas com nao linearidade geo-
métrica e com molas não lineares serão geradas duas bases do ti-
po Lanczos-Ritz. 
A base para o cálculo da parcela devido à nao lineari 
dade geométrica será gerada tomando como vetor de partida uma a-
proximação de Eol' que será a solução linear EL· 
t claro que a proximidade de Eol e EL e com relação 
as suas direções em Rn e não devido às suas magnitudes. 
Para esta base, serao calculados p vetores, confor-
me já vimos no item (III.2). 
Para o cálculo da parcela Eoz devido à nao linearida 
de física, sera gerada uma base de Lanczos-Ritz com um vetor de 
partida que corresponde à solução linear da estrutura para um 
carregamento constituído .por.cargas unitárias nos graus de liber 
dade onde existem molas não lineares. 
por 
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Designando por f o vetor de carga definido acima e 
V -p o vetor de partida, ternos então que 
K V = f 
-e -p (III.53) 
A avaliação da qualidade desta base pode ser feitaJ?s: 
lo cálculo dos fatores de participação de cada vetor na repre -
sentação de f 
sao 
Os fatores de participação sao obtidos pela expres -








A sorna destes fatores deve garantir que pelo menos 
f possa ser representado pela base. 
Para implementação da geraçao da base de Lanczos-Ritz 
podemos empregar o seguinte esquema: 
1. Para obtenção do primeiro vetor li, ternos 
Vetor de Partida 
Normalização 
2. Para obtenção dos demais vetores de Lanczos. 
i=2, ... ,m 
K V]_~ . -e "- = -K (aL)y. 1 -g - -i-
= y. K y~ Gj -J -e -1-
Calcula-se y*. 
-.]_. 
- Calcula-se para j=l, ... ,i-1 
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K ( aL) ' (' 1) = e -g - J i- j 
li* = li - l Cj l· J 
1 y':* y. = 1\ -J. -J. 
si = (xi* K **)1/2 -e yi 
3. Análise de Rayleigh-Ritz ou ~g(~L) 
j=l, ... ,m 
X*= YZ 




- Montagem da Última co 
luna de ~g ( ~L) 
- Problema de autovalor 
e autovetor de ordem 
(mxrn). Solução pelo 
método de Jacobi. 
- Cálculo final dos ve-




IV.l - INTRODUÇÃO 
Neste capitulo, apresentaremos inicialmente os passos 
gerais para uma implementação computacional da análise não line 
ar pelo método modal. 
Será feito, em seguida, o desenvolvimento das matri -
zes de rigidez secante e tangente para os elementos de estrutu-
ras reticuladas. 
IV.2 - IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL DO MÉTODO MODAL 
As principais etapas. a serem programadas para uma im-
plementação computacional do método modal· correspondem a: 
( 1) Montagem da matriz de rigidez elástica linear 
tor de carga R 
K -e e do ve 
(2) Introdução dos dados relativos às molas nao lineares e a -
juste na matriz 
do-forças. 
K para utilização da técnica das pseu -
-e 
(3) Fatoração da matriz ~e e cálculo da resposta linear ~L· 
( 4) Montagem da matriz de rigidez geométrica K ( crL) • 
-g -
(5) Geração da base de Lanczos-Ritz (X*), para análise nao li-
near geométrica. 
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(6) Verificação do grau de nao linearidade geométrica através 
do cálculo das normas 11 À: 1 11 e 116_r 11 , conforme o item 
(III.2). 
( 7) Geração da base de Lanczos-Ri tz (X*) , para análise nao li 
near física, de acordo com o item '(III. 4) • 
(8) Cálculo dos fatores de participação de (~*) na represent~ 
ção do vetor de carga f 
(9) Cálculo da parcela· :oi, conforme a equação (III.11). 
(10) Cálculo da parcela ::02 utilizando o método de Newton-
Raphson, segundo o desenvolvimento feito no item (III.3). 
(11) Cálculo de Esforços e Impressão de Resultados. 
(l2) Atualização de Referencial 
Cálculo da matriz de rigidez tangente 
Atualização de Coordenadas Nodais 
Uma vez desenvolvidas, as etapas acima permitem que 
se efetue as seguintes análises: 
- ANÁLISE ESTÁTICA LINEAR 
Etapas (1), (3), (11). 
- FLAMBAGEM LINEAR 
Etapas: ( 1) , ( 3) , ( 4) , ( 5) . 
ANÁLISE ESTÁTICA NÃO LINEAR GEOMÉTRICA 
Etapas: (1), (3), (4), (5), (6), (9), (11), (12). 
- ANÁLISE ESTÁTICA NÃO LINEAR FÍSICA E GEOMÉTRICA 
Etapas: (1), •.. ,(12). 
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A etapa (12), Atualização de Referencial, como jã foi 
dito no item (II.7), constitui uma opção para os casos em que 
se deseja uma correção para a solução não· linear fornecida pela 
equação simplificada (IT.45), desenvolvida em relação à config~ 
ração inicial. 
O ponto principal do esquema de atualização é o cálc~ 
lo da matriz de rigidez inicial K ·para a·nova configuração. 
-t 
Em nossa implementação foram·utilizadas duas formula-
çoes. 
Em uma primeira formu1ação, que chamamos do tipo A, 
a matriz ~t é calculada pela expressão (II.26). 
Como será visto no item seguinte,' adotaremos a hipót~ 
se de pequenas rotações (teoria·simp1ificada·de· 2<i' ordem) para 
o desenvolvimento das parcelas da matriz de rigidez tangente.e~ 
mo consequência, será feita -uma atualização de coordenadas no-
da-is de forma que entre duas· atualizações· consecutivas de refe-
rencial, possa ser considerada válida·a·hipótese de pequenas ro 
tações. 
Seja então ·.a atualização de referencial para uma es -~ 
trutura na configuração deformada i . 
1. Recupera-se 
tualização 
a matriz de rigidez tangente tomada na última a 
i-1 ~t As coordenadas nodais são ainda as da 
configuração i-1. 
Caso seja a primeira atualização (i=l), teremos: 
i-1 o I<t = K = K - -t -e (IV .1) 
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e as coordenadas nodais sao as fornecidas inicialmente. 
2. Com os deslocamentos entre a configuração· i e a i-1, ou 
seja, llu. , élaculam-se · as outras duas parcelas da matriz -]. 
de rigidez tangente: 
K (cr) i 
-g -
e (IV. 2) 
Temos então que para a configuração· i, a matriz de rigi 
dez inicial será dada por: 
i 
~t 
= i-1 + K (cr)i + llKi 
~t -g - - e 
3. Resolve-se então o problema linear 
(IV. 3) 
(IV. 4) 
4. Atualizam-se· as coordenadas .. nodais· para a configuração i. 
5. Com as novas coordenadas e com a solução linear, calcula-se 
a matriz de rigidez geométrica ~g(?:L)i que será utilizada 
para a solução do·novo problema·de autovalor que fornecerá 
as cargas críticas e ·OS modos de flambagem para a estrutura 
deformada. 
(IV. 5) 
Será então gerada uma nova base·de Lanczos-Ritz com a 
proximações dos modos de flâmbagem do problema (IV.5) que sera 
utilizada para o desacoplamento da equação (II.57). 
A segunda formulação, do tipo B, difere da primeira 




1. Com as coordenadas nodais ainda na configuração i-1, e com 
os deslocamentos incrementais 6ui , calcula-se a matriz 
i 
K (aL) , -g -
soma acumulada 
i-1 




Esta matriz é adicionada a 
(IV. 6) 
(IV. 7) 
2. Atualizam-se as coordenadas nodais para a configuração i 
Com as novas coordenadas, calcula-se a matriz de rigidez e-
lástica linear Ki -e. 
A matriz de rigidez inicial para a atualização i sera dada 
pela soma 
= (IV. 8) 
Os demais itens sao idênticos aos apresentados para a 
·formulação tipo A . 
Em nossa implementação, os esforços nos elementos sao 
obtidos através da equação (II~25). Utilizam-se, portanto, os 
deslocamentos totais com as.matrizes calculadas em relação ao 
referencial inicial. 
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IV.3 - MATRIZES DE RIGIDEZ SECANTE E TANGENTE PARA ELEMENTOS DE 
ESTRUTURAS RETICULADAS 
IV.3.1 - Introdução 
Utilizando ashipótesesda teoria simplificada de 2'} 
ordem, serão explicitadas, neste item, as. matrizes. de rigidez se 
cante e tangente para elementos·de estruturas reticuladas. 
Examinam-se, em primeiro lugar, os elementos de trel! 
ça e de pórtico definidos no plano.· Em seguida, os resultados 
são extendidos para o caso tridimensional. 
IV.3.2 - Elementos Reticulados 
Os elementos reticulados sãocutilizados na discreti-
zaçao de estruturas constituídas de barras. Na figura IV .1 ve 
mos um elemento reticulado genérico, determinado pelos pontos ne_ 
dais A e B, e os sistemas de referéncia (X;Y,Z) da estrutura e 
(x,y,z) do elemento. 
As barras representadas por estes elementos sao de ei 
xo reto na direção x e seção transversal constante de área A. 
Os eixos y e z sao os eixos principa·is ·de inércia, sendo I y 
e Iz os momentos de inércia a eles referidos. 
A única componente de deformação·que· será·considerada 
· nestes elementos é a na direção ·x·, ou seja, E 
XX 
Como con-
sequência, a matriz elástica E reduz-se ao módulo de elastici-





Figura IV.l - Elemento Reticulado Genérico 
Para cada elemento seguiremos o seguinte procedimento: 
- define-se o campo de deslocamento 
- estabelece-se a relação campo de deslocamento - deslocamentos 
nodais através da matriz de interpolação 
obtêm-se as matrizes B e B que fornecem a relação deforma 
-O -1 
ção - deslocamentos 
- calculam-se as parcelas da matriz de rigidez secante utilizan 
do as expressoes da formulação Lagrangeana e escreve-se are-
lação nao linear forças nodais - deslocamentos nodais 
- deriva-se a relação forças nodais - deslocamentos nodais ob -
tendo-se as parcelas da matriz de rigidez tangente. 
Todas as matrizes e operações serão referidas ao sis-
tema local (x,y,z). 
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IV.3.3 - Elemento de Treliça Plana 
Este elemento se desloca no plano xy sem sofrer fle 
xao, como e apresentado na figura IV.2. 
' As funções de interpolação sao lineares e a relação 
campo de deslocamento - deslocamentos nodais é dada por 
.e.-x o X o u 
.e. .e. rl 
u = = cj,r = r2 (IV. 9) 
o ,t.-x o X r3 V 
.e. .e. r4 
,., 
a,u 
Figura IV.2 - Elemento de Treliça Plana 




~)' + (ºV)'] 
ax ax 
(IV.10) 
Considerando a hipótese de pequenas deformações, o 
pode ser desprezado na presença de au ôx. 
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As parcelas linear e· nao linear da deformação corres-
pondera então a EO e El com 
au 
EO = ax e 
El = 
.! ( av) 2 
2 ax 
As matrizes B 
-o e ~l 
sao obtidas de forma 
zerem as relações 
E = B r 
O -0-
e 
Usando (IV.9), (IV.11) e (IV.12), obtemos 
1 





o 1 1: O] e 
o 
Devido à pequena rotação, temos que 
8 ~ tg 8 -
e a matriz ~l pode ser·reescrita.como 
~l 
1 










Substituindo (IV.15) em (IV.13) e (IV.18) em (IV.14), 
obtemos 
e ( IV .19) 
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(IV. 20) 
A matriz de rigidez elástica e obtida pela solução de 
~e= EA J: ~; ~o dx 
cujo resultado nor fornece 
-1 
~e 
EA o [-1 o 1 O] = T 1 
o 
As parcelas ~g(~L) 
geométrica são dadas por 
~g(~L) = 2EA fl BT B dx -1 -O o 




1 o -1 o 
EA o o o 
T simétri 1 o 
(IV. 22) 
ca o 




Efetuadas as integrações e os produtos matriciais, te 
mos o o o o 
EA e o -8 o 
!5g(~L) = T o o o o e (IV. 25) 
-8 o e o 
o o o o 
K (ticr) EA 
92 o _92 








o (r2-r4 ) (IV. 27) --r - --r = = T 
a parcela linear ~g (!;:L) pode ser substituída por 
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ô õ õ o 
~g (~L) 
EA EO o -E (IV.28) = T o o o 
simétri 
ca EO 
Somando (IV.26) e (IV.28), obtemos a matriz de rigi -
dez geométrica 
e 2 o o o o 
EA(E0 + -) 1 o -1 2 
K ( a) = simétri o o (IV.29) -g - l ca 1 
De (IV.19) e (IV.20) temos que a força normal N que 
atua na barra é 
N = (IV. 3 O) 
Substituindo (IV.30) em (IV.29), obtemos 
o o o o 
K (a) N 1 o -1 N Kg = I = -g - o o simétri 
(IV. 31) 
ca 1 
onde Kg e denominada a parte intrinseca da matriz de rigidez 
geométrica, igualando-se a, esta quando N=l. 
A última parcela da matriz de rigidez.secante corres-
ponde a 
~l = EA fl ~; ~l dx 
o 
(IV. 32) 




















Alternativamente o termo ~l: na relação forças no -
dais - deslocamentos nodais pode ser substituido por 
~l: EA6
2 
= -2- m (IV. 3 4) 
onde 
-1 
o m = (IV .35) 
1 
o 
A relação força-deslocamento, para o elemento de tre-
liça plana é dada por 
EA8 2 K r + NK r + ~2~ m = R -e- -g- (IV. 36) 
Derivando (IV.36), obtemos 
K dr+ NK dr+ K rdN + EAm8d8 
-e - -g - -g- (IV.37) 
A parcela /':,!e da matriz de rigidez tangente, neste 
caso, pode ser obtida da expressao 
/':,K dr= K rdN + EAm8d6 
-e - -g- (IV .38) 
Fazendo 
(IV.39) 
podemos construir as seguintes relações 
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l T R (IV.40) nn. = 
l 
_g 
e l nTr (IV. 41) = I - -
de l nTdr (IV. 42) = I 
l T (IV. 43) EO = I m r 
ds
0 
l mTdr (IV. 44) = I 
dEl ede 
l T T (IV. 4 5) = = F n rn dr - -- -
O termo dN, levando em conta (IV.40)-(IV.45) ,será 
(IV .46) 
Substituindo (IV.41) e (IV.46) em (IV.38), obtemos 
ou devido a (IV.40) 
6K 
- e 
que e uma expressao para llK 
- e 
somente em· função de 
(IV .47) 
(IV.48) 
K , me r. 
-g - -
As duas primeiras matrizes em (IV.48). sao a transpos-
ta uma da outra e ao se somarem conservam a simetria do conjun-
to. 
A característica mais importante de (IV.48) é a sua 
generalidade para elementos reticulados como mostra VENÂNCIO (8). 
56 
Este fato será observado a seguir quando discutiremos o elemen-
to pórtico plano. 
IV.3.4 - Elemento de Pórtico Plano 
O elemento de pórtico plano representa urna barra sub-
metida à flexão no plano xy. As funções de interpolação sao 
obtidas através da equação diferencial da teoria de vigas onde 
as condições de contorno são os deslocamentos nodais. 
Na figura IV.3 ternos a representação dos deslocamen -




'2 1 3 1 
.. rA ______ B.,..]~_J 
t ,f 
. 
Figura IV.3 - Elemento de Pórtico Plano 
O campo de deslocamento e estabelecido pela relação 
U={:} = ~r (IV.49) 
com 
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~ = ·[l-h1_~_-Yh2,x_~_-yh3,x_~_hl __ / -yh4,x __ ~-yh5,x (IV.50) 
O : h2 1 h3 ! O I h4 i h5 





3x' 2x 3 
h3 
2x' x' 
= I = - V- + V- = X - -y + p 
h4 
3x' 2x 3 
h5 
x' x' h. 
dhi 
= V- - ~ = p - r = dx J. ,x 
Devido à flexão, o deslocamento u nao e mais cons -
tante para uma seção. transversal, como se observa na 1~ linha da 
matriz de interpolação. Adota-se uma variação linear em y ,coE_ 
sequência da hipótese de seção.plana.da teoria de vigas. 
Definindo u
0 
como o valor de u para y=O, temos 
que 
dv 
u = uo - y "§x (IV. 52) 
e a deformação E sera dada por 
a
2
v + _!(av) 2 
- Y ã"xT) 2 ax (IV.53) 
WEN (9) observa que o desenvolvimento deste elemento 
utilizando (IV.53) nos leva a valores.excessivamente altos para 
rigidez não linear. Este fato o motivou.a formular a hipótese 
de que a parcela 
dia dada por 1 2l 
deveria ser substituída pela sua mé -
Sobre esta questão, VENÂNCIO (8) considera nao haver 
hipótese adicional nenhuma ao se tomar o valor médio. A substi 
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tuição decorre de um ajuste em (IV.53) para satisfazer a condi-
çao prioritária de equilíbrio da barra. De fato, a força nor -
mal N sendo constante em toda a barra obriga que a deformação 
causada por esta também seja constante. 
Temos então 
au o 
E: = ax l 2l (IV. 5 4) 
A parcela linear E:
0 
será dividida em duas partes, u 
ma devido a flexão 
mal. 
au o 




E:OF = - y ax 2 
e outra E: oN causada pela força nor -
(IV .55) 
(IV. 56) 
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A matriz de rigidez elástica corresponde ao cálculo de 
fv BT E B dV -O - -O (IV.66) 
B -oN + 
B 
-oF 
(IV. 6 7) 
A solução de (IV. 68) nos leva a 




-eN = fv BT E -oN ?oN dV e (IV. 6 9) 
K = J BFE B. F dV (IV.70) -e.li' V -O - -O 
o o o o o o 
12 6 o 12 6 I' F I' F 
4 o 6 2 (IV. 71) I -p I K = EI
2 -eF o o o 
simétrica 12 6 I' -p 
4 
I 
1 o o -1 o o 
o o o o o 
o o o o 
K 
EA 
1 o o (IV. 72) = T ~eN 
simétrica o o 
o 
O eixo z sendo baricênt:tico, acarreta o anulamento 
das outras parcelas de (IV.68), já que neste caso temos 
J y dA 
JA o (IV.73) 
Obteremos agora a matriz de rigidez geomêtrica substi 
tuindo as matrizes B 
-O 
e ~l em (II.23). 
Calculando o termo K (<JL)r,temos 
-g -
K rE B r dV 
-g- -oN (IV. 74) 
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que nos leva a 
ou 
fazendo 
O termo nao linear K (óo)r e dado por 
-g - -
K (óo)r = 
-g - - I 1 K rE 1 rTK r dV = VI -g- 2l - -g- EAE 1K r:· -g-
e portanto 
K (óo) = EAE 1K -g - -g 
ou 
K (óo) = N1K -g - -g 
fazendo 
Somando (IV.78) e (IV.80), temos que 
K (o) = NK 
-g - -g 
com 
Finalmente, o termo Kl~ corresponde a 










E~El = Nl~ 
.. ;.(IV.84) 
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Observando que o termo K Nr pode ser feito igual e - a 
N m, temos que a relação força-deslocamento para o elemento de 
O-
pórtico é dada por 
(IV. 85) 
Derivando (IV.85), temos 
(IV.86) 
Usando (IV.57), (IV.59), (IV. 74), (IV.81) e (IV.83), 
temos 
Substituindo (IV.87) em (IV.86), obtemos 
Observando que 
EA mmT = K 
T -eN 
temos que a matriz ôe rigidez tangente é dada por 
15t 
6K -e 
- EA - T T- .: T-
KeF + KeN + NKg + T [K rm + mr K +K = K ] -g-- -- g g-- -g 
A parcela 6K corresponde, neste caso a -e 
T-
+ mr Kg+ 
- T-
K rr K ] 
-g-- g 





que e idêntica a expressao obtida em (IV.48), comprovando a sua 
generalidade para elementos· reticulados·tratados pela teoria sim 
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plificada de 2~ ordem. 
IV.3.5 - Elemento de.Treliça Espacial 
Este elemento constitui uma extensão do elemento de 
treliça plana. Acrescenta-se um deslocamento transversal na di 
reção do eixo z em cada um dos nos. 
Dois ângulos 81 e 82 sao então. definidos como 
e (IV.92) 
Teremos agora as deformações dadas por 
e (IV. 93) 
Isto nos leva, através de um desenvolvimento análogo 
ao feito no·.item (IV.3.3), às seguintes matrizes 
1 o o -1 o o 
o o o o o 
EA o o o o 
K = T 1 o o (IV. 94) -e 
simétrica o o 
o 
o o o o o o 
1/l o o -1/l o 
K 1/l o o -1/l (IV.95) = -g o o o 
simétrica 1/l o 
1/l 
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As expressoes (IV.30) e (IV.48) sao idênticas, se con 
siderarmos : 
62 = 62 + 62 
1 2 (IV.98) 
mT = [-1 O O 1 O O] (IV. 99) 
IV.3.6 - Elemento de Pórtico Espacial 
Considerando o elemento de pórtico espacial como uma 
extensão do elemento de pórtico plano, teremos então que a de-




Levando em ,conta a torção,. as. matrizes para o elemen-
to de pórtico espacial serao 
a o o o o o -a o o o o o 
b o o o g o -b o o o g 
c o -h o o o -c o -h o 
d o o o o o -d o o 
K = o o o h o i o (IV.99) -e e 
f o -g o o o j 
a o o o o o 
b o o o -g 
simétrica c o h o 





a = T 
12EI 
b = .e. 3 
12EI 
c = .e. 3 
GIX 
d = ---:e 
4EI __ Y 








f z = -.e.-
z 6EI z g = ----:e,-
6EI (IV.100) y h __ Y = .e. 2 
2EI 





o o o o o o o o o o o o 
a o o o d o -a o o o d 
a o -d o o o -a o -d o 
b o o o o o o o o 
c o o o d o e o 
(IV.101) 
c o -d o o o e 
= o o o o o o 
a o o o -d 








-b o o 
c o 
c 
d 1 = 10 
.e. (IV.102) e = 30 
bK pode ser obtida substituindo (IV.101) -e 
em '(IV. 91) , fazendo 
mT = [-1 O O O O O 1 O O O O O] (IV .103) 
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CAPÍTULO V 
EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
V.l - INTRODUÇÃO 
Neste capítulo sao apresentados· alguns exemplos de 
problemas não lineares onde o método modal foi utilizado. Os 
resultados são comparados com os obtidos por outros métodos de 
análise não linear, principalmente com método iterativo de New -
ton-Raphson (M.N.R.). 
Procura-se também interpretar os parãmetros de con-
trole do método modal, e utilizá-los para a definição de uma 
estratégia a ser seguida na solução de cada problema. 
V.2 - ANÁLISE DOS PARÂMETROS DE CONTROLE 
Diante de um problema a ser resolvido pelo método 
modal, recomenda-se que seja feita, incialmente, uma análise com 
pelo menos quatro vetores de Lanczos-Ritz. Isto significa to-
mar para uma primeira análise p > 4. 
Deve-se observar o afastamento entre as cargas crí-
ticas e os valores de a para cada vetor. 
Admitindo-se que se deseje efetuar uma análise até 
o nível À= À* , a condição para que o número de vetores da ba 









Pode-se adotar, por exemplo 
< 0,01. (V. 2 • 2) . 
Mesmo nos casos onde a condição (V.2.2) seja satis-
feita, deve-se examinar também os valores de a. 
Quando os a. 
J. 
, . i=l,p , tiverem valores em rnódu 
lo nao muito afastados, ternos urna situação onde todos os vetores 
têm urna boa participação na resposta. Neste caso, por segurança, 
pode-se aumentar o número de vetores para verificar se existem a 
inda outros modos com boa participação que não foram incluídos na 
primeira anãlise. 
No caso de alguns vetores possuírem a com valores 
muito inferiores aos demais, significa que estes vetores, embora 
satisfazendo a condição (V.2.2), têm baixa participação na res -
posta. Pode-se então, nesta situação, reduzir o número de veto 
res. 
A análise da qualidade da solução e do comportamen-
to da estrutura é feita através da relação l l !!._r 11 / 11 À~
1 
J I. A 
prática tem demonstrado que os valores obtidos são em muitos ca-
sos bastante conservadores. Considera-se que um valor até 1,0 
representa urna situação onde a solução modal é satisfatória. A 
partir deste valor deve-se corrigir a.solução modal e a atualiza 
ção de referencial é indicada. Elevados valores da relação 
1 J~rl 1 / 1 IÀ~1 J I denunciam urna flarnbagern nao linear. 
No caso da presença de molas nao lineares, deve-se 
ainda observar os fatores de participação definidos no capítulo 
anterior. 
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V.3 - EXEMPLO 1 VIGA COLUNA 
Como primeiro exemplo analisa-se a viga coluna sim-
plesmente apoiada representada na figura (V.3.1). A viga é di~ 
eretizada por quatro elementos de pórtico plano e é submetida a 
três situações de carregamento. 
Estes casos foram estudados por MEDEIROS (5), porem 
sem molas não lineares. Foi verificada então uma acentuada con 
cordãncia entre a solução modal e a solução analítica obtida p~ 
la teoria da viga coluna exposta em TIMOSHENKO (10). 
Nosso principal objetivo neste exemplo foi comparar 
novamente estas duas soluções no caso em que se considera uma 
mola não linear atuando como apoio intermediário na viga. Va-
riou-se a característica da mola e seu posicionamento na viga. 
As relações força-deslocamento das molas também sao 
apresentadas na figura (V.3.1). Temos então a mola M1 nao 
muito rígida, terminando.em um trecho com rigidez constante, e 
a mola M2 ,mais rígida que a mola M1 , porém apresentando uma 
rigidez nula no último trecho. Para a aplicação da técnica das 
pseudo-forças deve-se escolher uma rigidez constante para cada 
uma destas molas. 
No primeiro caso, considerou-se a mola M1 como de 
rigidez constante e igual a 8.000 kgf/cm. Foram encontrados en 
tão os seguintes valores críticos de À e de a, para uma análi 
se com quatro vetores de Lanczos-Ritz 











L/4 j. L/4 
CASO lC 
Mz 






























E• 2,1._io• hgt /cm2 
Iz • 1,s, ca4 
A• 47,3 ca2 
L • 400 e• 
O• >.110 kgt 
p • >. 1 100 kgt 
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 (cm) 
Moto Mz 
Figura (V. 3 .1) 
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VETOR À Cl 
1 0,3184E+04 0,1590E+OO 
2 0,2367E+05 -0,2103E-01 
3 0,8029E+05 0,5836E-02 
4 0,102-lE+ll 0,2007E+OO 
Tabela (V.3.1) - Valores Críticos de À 
Caso I 
Os valores críticos de X para os vetores gerados 
para a não-linearidade física são apresentados na tabela (V.3.2). 
VETOR X PARTICIPAÇÃO 
1 0,3184E+04 46,5 
2 0,2367E+05 38,5 
3 0,7924E+05 13,0 
4 0,2043E+06 1,9 
Tabela (V. 3. 2) 
Observa-se que o numero de vetores utilizados já e 
satisfatório. Para este caso, a base para o tratamento da nao 
linearidade física é praticamente idêntica a utilizada para a 
análise nao linear. geométrica. Isto. ocorre devido à coincidên-
eia nas posições da carga Q e da mola 
Nos casos II e III considerou-se a mola M2 com rigl 
dez constante e igual a 25.000 kgf/cm. Nas tabelas (V.3.3) e 
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(V.3.4) sao apresentados os valores críticos de À e os param~ 
tros de controle obtidos para o caso II. 
VETOR À Cl 
1 0,6595E+04 0,8920E-01 
2 0,1855E+05 -0,4558E-01 
3 0,3966E+05 0,5750E-02 
4 0,7086E+09 0,2007E+OO 
Tabela (V.3.3) 
VETOR X PARTICIPAÇÃO 
1 0,6595E+04 -7,1 
2 0,1854E+05 17,6· 
3 0,2764E+05 71,3 
4 0,1063E+05 18,2 
Tabela (V. 3. 4) 
Neste caso o numero de vetores da base também pode 
ser considerado satisfatório.. Devido à mudança de posição da 
mola, observa-se que não existe mais a coincidência entre os 
vetores com maior participação na parcela não linear geométrica 
e os com maior participação na parcela nao linear fisica. 
Os valores criticos.de À para o caso III (tiran -
te) sao os mesmos para o caso II, porêm com sinal negativo. Os 
valores de a e dos fatores de participação tambêm são iguais 
em módulo. 
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Tomou-se como referência para os três casos o valor 
À
0 
= 2.537,66 que corresponde ao valor critico de À conside-
rando a viga sem a mola não linear. 
Nas tabelas (V.3.5), (V.3.6) e (V.3.7) sao apresen-
tados alguns resultados das três situações analisadas. As aná-
lises foram todas feitas com quatro vetores e não se registrou 
nenhum caso com mais de três iterações. 
Devemos ressaltar que devido à técnica das pseudo -
forças, as estruturas com .. molas não lineares têm seus parãmetros 
de controle obtidos supondo uma rigidez constante para as molas. 
Este fato deve ser então levado em conta principalmente na pre-
visão da carga de flambagem não linear. As relações l l~l l!l 1~1 11 
devem ser interpretadas ainda com mais cautela. 
Os resultados indicam uma flambagem a partir do ni-
vel 0,7 À
0 
tanto no caso I como no caso II. Na figura (V.3.2) 
temos o gráfico.da.relação.força-deslocamento para o caso I. 
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DESLOCAMENTO VERTI- MOMENTO FLETOR NÕ 3 
À 
CAL NÕ 3 (cm) (kgf X m) 
À o 
VG-COL MODAL VG COL MODAL 
0,1 0,7739 0,7739 2,347 2,347 
0,2 1,7069 1,7069 5,088. 5,088 
0,3 2,8546 2,8544 8,359 8,359 
0,4 4,3015 4,3011 12,366 12,366 
0,5 6,0789 6,0778 17,146 17,146 
0,6 8,3515 8,3488 23,096 23,094 
0,7 12,1457 12,1370 32,910 32,897 
0,8 20,4844 20,4560 54,339 54,283 
0,9 42,1900 42,0580 109,477 109,190 
Àº = 2537,66 
Tabela V.3.5 - Exemplo 1 - Caso 1 
À 
DESLOCAMENTO VERTI- MOMENTO FLETOR NÕ 3 
CAL NÕ 2 (cm) (kgf X m) 
À o VG-COL MODAL VG-COL MODAL 
0,1 0,2047 0,2047 1,578 1,578 
0,2 0,3171 0,3171 2,955 2,955 
0,3 0,4754 0,4754 4,523 4,523 
0,4 0,8419 0,8419 6,788 6,788 
0,5 2,0361 2,0356 11,724 11,723 
0,6 4,0426 4,0406 19,505 19,501 
0,7 7,3990 7,3926 32,138 32,122 
0,8 14,1365 14,1130 56,909 56,841 
0,9 34,4527 34,3080 130,397 129,930 
Àº = 2537,66 
Tabela V.3.6 - Exemplo 1 - Caso 2 
74 
DESLOCAMENTO VERTICAL MOMENTO FLETOR NÕ 3 
À NÓ 2 (cm) (kgf X m) 
À o VG-COL MODAL VG-COL MODAL 
0,1 0,1921 0,1921 1.485,65 1.485, 70 
0,2 0,2885 0,2885 2.667,22 2.667,20 
0,3 0,3766 0,3766 3.788,75 3.788,80 
0,4 0,5128 0,5128 4.996,02 4.996,10 
0,5 0,6817 0,6816 6.246,35 6.246,50 
0,6 0,8804 0,8803 7.530,34 7.530,70 
0,7 1,1079 1,0804 8.843,59 8.779,30 
0,8 1,3479 1,2627 10.147,00 9.950,10 
- - -
0,9 1,5623 1,4300 11.354 ,00 11. 053, ºº 
À = - 2537,66 o 













1.0 20 30 40 v (cm) 
Figura (V.3.2) - Deslocamento vertical no 3 (cm) - Caso I 
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V.4 - EXEMPLO 2 - PÓRTICO PLANO 
Analisa-se agora o pórtico plano representado na fi 
gura (V.4.1). 
Em um primeiro caso, considera-se apenas a existên-
cia de duas molas não lineares restringindo o deslocamento hori-
zontal dos nós 6 e 9. 
A análise modal foi feita com quatro vetores de 
Lanczos-Ritz. A base para análise não linear geométrica forne -
ceu os seguintes parâmetros de controle. 
VETOR À ·ª. 
1 0-11000E+02 0,8802E+OO 
2 0,1961E+02 -0,3426E+OO 
3 0,3023E+02 0,1699E+OO 
4 0,3834E+06 0,1077E+Ol 
Tabela (V.4.1) 
Pelo espaçamento.entre as cargas críticas e pelos 
valores de a conclui-se que não se deve reduzir o número de 
vetores. 
Os valores da relação [ [ t,_r [ [ / 11 À~1 I I sao apre -





EXEMPLO - 2 PÓRTICO PLANO 
31 32 33 
' .. ' .. ·-
7 8 9 -------
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0•"-x o. 879 
p fl ). 1( •• 79 
(V. 4 .1) 
0,6 
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Observa-se que é um problema com significativa nao 
linearidade geométrica com uma flambagem não linear estimada p~ 
ra ocorrer entre os níveis À=8 e À=9 
Os parãmetros da base para nao linearidade física 
sao: 
VETOR À PARTICIPAÇÃO (%) 
1 0,1001E+02 -1,7 
2. 0,2170E+02 9,8 
3 0,3180E+02 41,0 
4 0,1046E+03 .50, 9 
Tabela (V. 4. 3) 
A soma dos fatores de participação apresentados na 
tabela (V.4.3) indica que a base é satisfatória. 
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Na tabela (V.4.4) sao apresentados o deslocamento 
horizontal no topo e no nó 9. Estes valores são comparados com 
os obtidos pelo método de Newton-Raphson (MNR). Na figura (V.4.2) 
temos a curva representando o deslocamento horizontal no topo~ 
ra os diversos níveis de À 
No segundo caso examinado, dobrou-se a carga hori -
zontal Q (Q = À x 1,785), e considerou-se a atuação de dez mo -
las não lineares do tipo M, aplicadas nos cinco primeiros níveis 
da estrutura, conforme é mostrado na figura (V.4.3). 
16 17 18 
M M 
13 14 15 
M M 
M 
10 11 12 
M 
7 8 9 
M 












4 ( 1 ) ANALISE NÃO LINEAR PELO M. N.R. 
3 
( 2 ) ANALISE NAO LINEAR MODAL 
2 
2 4 6 8 10 12 14 u 
Figura (V.4.2) - Deslocamento Horizontal no 33 Caso I 
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DESLOCAMENTO HORIZONTAL DESLOCAMENTO HORIZONTAL 
NÓ 33 NÓ 9 
À 
MODAL M.N.R. MODAL M.N.R. 
1 0,428 0,427 0,053 0,053 
2 0,957 0,953 0,113 0,113 
3 1,626 1,616 0,184 0,182 
4 2,507 2,483 0,268 0,265 
5 3,723 3,670 0,373 0,367 
6 5,520 5,400 0,513 0,502 
7 8,477 8,165 0,717 0,697 
8 14,311 13,165 1,070 1,025 
9 31,608 - 2,002 -
Tabela (V.4.4) 
Procedeu-se também a uma análise modal com quatro 
res. A base para análise não linear geométrica forneceu os se-
guintes parâmetros: 
. . 
VETOR À Cl 
1 0,1027E+02 0,1639E+Ol 
2 0,2130E+02 -0,6507E+OO 
3 0,3055E+02 0,4740E+OO 
4 0,8538E+05 -0,1081E+Ol 
(Tabela (V.4.5) 
Os valores da relação 116_r 11 / 11 À~ 1 I I foram pa-
ra este caso: 
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Temos então um problema com um grau de nao lineari 
dade superior ao do primeiro caso. Pode-se prever uma flamba -
gem não linear a partir do nível À= 7. 
A base para o tratamento da nao linearidade física 
forneceu os seguintes parãmetros: 
-
VETOR À PARTICIPAÇÃO ( % ) 
. 
1 0,1027E+02 -6,6 
2 0,2276E+02 -3,6 
3 0,3183E+02 71,0 
4 0,8892E+03 39,0 
Tabela (V. 4 . 7) 
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Como se observa, os quatro vetores sao também sufi 
cientes para este caso. 
Na tabela (V.4.8) sao apresentados o deslocamento 
horizontal no topo e no nó 9 fornecidos pelo método modal e pe-
lo método de Newton-Raphson . 
. 
DESLOCAMENTO HORIZONTAL DESLOCAMENTO HORIZONTAL 
À 
NÓ 33 NÓ 9 
MODAL M.N.R. MODAL M.N.R. 
1 0,774 0,773 0,080 0,079 
2 1,743 1,734 0,175 1,173 
3 2,986 2,961 0,290 0,286 
4 4,614 4,547 0,428 0,419 
5 6,843 6,686 0,596 0,581 
6 10,099 9,679 0,811 0,785 
7 15,353 14,113 1,109 1,061 
8 25,396 - 1,593 -
9 52,896 - 2,717 -
Tabela (V. 4. 8) 
Nos dois casos analisados, verifica-se uma boa co~ 
cordância entre os resultados fornecidos pelo método modal e p~ 





-- --- ---(21 
( 1 1 ---
6 
5 
( 1 1 Análise não Linear pelo M.N.R. 
4 
( 2) Análise não Linear Modal 
3 
2 
5 10 15 20 25 u 
Figura (V.4.4) Deslocamento Horizontal NÓ 33 Caso II 
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V.5 - EXEMPLO 3 - ARCO CIRCULAR 
O terceiro exemplo é o arco circular representado na 
figura (V.5.1). A estrutura é discretizada por 80 elementos de 
pórtico plano e é submetida a um carregamento simétrico com im -
perfeições nos nós 19, 20 e 21. 
Este tipo de estrutura, quando ·submetido a um carreg~ 
mento simétrico, tem seu comportamento governado pelo parâmetro 
K = R8 2 /h, onde h é a espessura do arco. Para K > 5,024 o 
arco flambará com o modo antissimétrico; em caso contrário, tere 
mos uma flambagem com o modo simétrico. Em ambos os casos, o 
arco apresenta algum grau de não linearidade antes da carga atin 
gir seu valor critico. Quanto menor for o valor de K mais se-
vero será o comportamento nâo linear pré-critico. 
Para o arco analisado temos K = 40,22 (h=6,816 cm) 
o que significa uma situação de pequena nao linearidade, admiti~ 
do-se um carregamento perfeitamente simétrico. No entanto, a 
imperfeição no carregamento ativa o primeiro modo de flambagem e 
produz significativos efeitos nao lineares para níveis de carga 
bem abaixo da carga critica. 
Na tabela (V.5.1) sao apresentados os valores criti -
cos do parâmetro de carga À e os seus respectivos a. 
Verifica-se que nao e aconselhável diminuir o numero 
de vetores neste caso. 
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A = 2,056 cm 2 
Iz = 7,96 cm 4 
6 2 
E =. 10 kgt / cm 
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VETOR À a 
1 0,7707E+Ol 0,4973E+OO 
2 0,1262E+02 -0,2226E+OO 
3 0,2537E+02 0,2471E+OO 
4 0,5851E+02 -0,2560E+OO 
. 
5 0,2221E+04 0,1758E+Ol 
Tabela (V.5.1) - Valores críticos de À 
A análise da relação I l~rl 1 / 1IÀ:1 11 revelou que a 
solução pelo mitodo modal sem atualizações i satisfatõria ati o 
nível correspondente a 0,6 da primeira carga crítica. 
Na tabela (V.5.2) analisa-se o deslocamento vertical 
do no 41 para os níveis de carga variando desde 0,1 ati 0,9 da 
carga crítica. As análises modais são feitas com 5 vetores e 
são comparadas com os resultados obtidos pelo mitodo iterativo 
de Newton-Raphson. Os níveis onde foram feitas as atualizações 
são identificados por linhas tracejadas na tabela. O gráfico 
da figura (V.5.2) ilustra o efeito das atualizações. 
Observou-se que as atualizações do tipo A corrigi-
ram a solução modal, porim a do tipo B apresentou melhores re 
sultados aproximando-se mais rapidamente da solução exata. 
Na tabela (V.5.3) considera-se os deslocamentos ver-. 
tical e horizontal do nõ 21. 
À TIPO DE ANÁLISE 
Àl LINEAR 
(1) (2) 13) (4) (5) 
MODAL MODAL-A MODAL-B MODAL-B MODAL-B M.N.R. 
0-ATLZ 1-ATLZ 1-ATLZ 2-ATLZ 3-ATLZ 
0,1 0,085 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 
0,2 0,169 0,179 0,179 0,179 0,179 0,179 0,181 
0,3 0,254 0,278 0,278 0,278 _9..t..2..?§_ -· _9_,278 0,283 
~ -- ----- --------
0,4 0,338 0,385 0,385 0,385 0,390 0,390 0,396 
0,5 0,423 0,502 -º ,502 ---- _9..t..503 0,514 _9._L~l_j_ 0,528 --- - - .. 
0,6 0,507 0,632 0,645 0,658 O !...65.§ - 0,671 0,691 
~ -- - -
0,7 0,592 0,779 0,814 0,849 0,870 9_,86] __ 0,925 . . 
0,8 0,676 0,949 1,021 1,112 1,180 1,252 1,402 
0,9 0,761 1,150 1,305 1,606 1,832 2,180 4,867 
Tabela (V.5.2) - Deslocamento vertical no 41 (cm) 
/ .. 
ERROS 
(1) (2) (3) 
0,0 0,0 0,0 
-1,1 -1,1 -1,1 
-1,8 -1,8 -1,8 
-2,8 -2,8 -2,8 
-4,9 -4,9 -4,9 
-8,5 -6,7 -4,8 
-16 -12 -8,2 
-32 -27 -21 

































{ 1 ) 
{ 2 )) 
1,0 
~-:...::-~-~-:...:_:(3~)'..__ ________________________________ (4) 
(1) ANALISE LINEAR 
{2) ANALISE NÃO LINEAR MODAL 0-ATLZ 
{3) ANALISE NÃO LINEAR MODAL 3-ATLZ 
{4)ANALISE NAO LINEAR PELO M,N,R, 
2,0 3,0 4,0 
v {cm) 














DESLOCAMENTO HORIZONTAL DESLOCAMENTO VERTICAL 
(cm) (cm) 
MODAL MODAL M.N.R. MODAL MODAL M.N.R. 
0-ATLZ 3-ATLZ 0-ATLZ 3-ATLZ 
0,046 0,046 0,046 0,145 0,145 0,145 
0,102 0,102 0,102 0,317 0,317 0,318 
0,173 O.!..! 7 3 0,173 0,526 o.!.~~6 --- 0,529 - -- ---- -- - --
0,266 0,267 0,267 0,793 0,796 0,800 
0,395 - _Q, ~~6 0,397 1,115 1,160 1,168 - - ---------_, - - - - - --
0,587 0,592 0,594 1,672 1,700 1,711 
0,907 O.!. 9~1 ___ 0,926 2,518 - -2,5~~ 2,621 --- -- -- - --
1,549 1,610 1,625 4,189 4,446 4,539 
3,494 3,869 4,614 9,168 10,466 13,360 




V.6 - EXEMPLO 4 - PÕRTICO PLANO 
Examina-se agora a eficácia do processo de atuali 
zaçoes em um caso onde a estrutura tem um comportamento 
rígido do que o apresentado pela análise modal. 
mais 
A estrutura corresponde ao mesmo pórtico plano a-
nalisado no exemplo 2, porém sem as molas não lineares. Trata-
se de uma situação de flambagem linear que é perturbada pela 
presença da carga horizontal Q 
fazendo variar a relação Q/P 
LIMA (4) estudou este caso 
Observou-se que para valores ig 
feriores a 0,05 de Q/P, a estrutura apresenta um comportamento 
pré-critico moderadamente nao linear, sendo desprezível a dife-
rença entre a solução exata e a fornecida pelo método modal sem 
atualizações. 
Nesta análise considera-se a relação Q/P=O,l e 
utiliza-se o mesmo carregamento apresentado na figura (V.4.1). 
A tabela (V.6.1) mostra os valores críticos de 
seus respectivos a para uma análise com cinco vetores. 
VETOR À a 
1 0,1000E+02 0,8817E+OO 
2 0,1939E+02 -0,3319E+OO 
3 0,2569E+02 0,1698E+OO 
4 0,3894E+02 -0,8891E-01 
5 0,1508E+07 0,1077E+Ol 
Tabela (V.6.1) - Valores críticos de À 
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Devido a proximidade entre as cargas críticas e 
entre os valores de a, todas as análises modais serão feitas 
com cinco vetores. 
Na tabela (V.6.2) sao apresentados os valores da 
relação 11 /::,.! 11 / 11 À!:l 11 para os níveis de carga estudados. Po 
de-se ter então uma idéia da qualidade da solução modal e do can 
portamento da estrutura. 










Tabela (V.6.2) - Controle da nao linearida-
de geométrica 
Teoricamente podemos confiar na resposta modal a-
té À=2; a partir deste valor a solução modal pode não ser uma 
aproximação satisfatória da solução exata. Observa-se também u 
ma flambagem entre os níveis À=7 e À=9. 
A tabela (V.6.3) apresenta o deslocamento horizo~ 
tal do no 33 para as diversas análises efetuadas. Os erros são 
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obtidos em relação a solução dada pelo método de Newton-Raphson. 
~ feita também uma análise de custos considerando o valor da 
unidade de serviço computacional (USC) igual a Cz$1,00. 
Conclui-se claramente que as atualizações dotipo 
A nao apresentaram bons resultados para esta situação. As a-
tualizações do tipo B, ao contrário, apresentaram resultados 
que convergiram para a solução exata com o aumento do número de 
atualizações. 
A análise dos custos ainda apresenta uma vantagem 
significativa para o método modal, mesmo com atualizações, em 
comparaçao com o método iterativo de Newton-Raphson. 
O gráfico da figura (V.6.1) apresenta o desloca -
mento horizontal do nó 33 obtido por algumas das análises efetu 
adas. 
TIPO DE ANÁLISE ERROS ( % ) 
À 
LINEAR (1) 
(2) (3) ( 4) ( 5) M.N.R. ( l) ( 2) (3) : ( 4) (5) 
MODAL MODAL-A MODAL;-A MODAL-E MODAL-E 
0-ATLZ 1-ATLZ 2-ATLZ 1-ATLZ 2-ATLZ 
l 0,390 0,428 0,428 0,428 0,428 0,428 0,427 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 
2 0,776 0,957 0,957 0,957 0,957 0,957 0,953 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4 
3 1,163 1,629 1,629 _ _!L§.~2 1,629 l 629 L---- -- 1,613 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 ---- -
4 1,551 2,512 2,512 2,410 2,512 2,490 2,482 1,2 -2,9 2,9 1,2 0,3 
5 1,940 3,732 
~ 1,21~ 3,450 1L212 -- - 3,690 3,665 1,8 1,8 -5,9 1,8 0,7 
1---- -- ----
6 2,330 5,536 4,612 iL2_!0 5,460 2L4iQ __ 5,383 2,8 -14 -8,8 1,4 1,1 
--- - -------· 
7 2,720 8,503 5,721 6,080 8,220 8,126 8,102 4,9 -29 -25 1,5 0,3 
8 3,100 14,360 7,165 7,640 13,44 13,050 12,296 17 -42 -38 9,3 6,1 
9 3,490 31,740 9,121 9,800 27,14 25,090 23,329 36 -61 -58 16 7,5 
' 
CUSTO CZ$ 16,32 34,57 51,55 34,52 49,34 192,6 
















(':) - (3) --=---=--=:::-:=:-_:;_ - - - ____ (2) -- -- - - ---
LINEAR 
NÃO LINEAR MODAL 0-ATLZ 
NAO LINEAR MODAL 2-ATLZ 
NÃO LINEAR PELO M.N.R. 
20 25 30 u 
Figura (V.6.1) - Deslocamento Horizontal do no 33 
"' U1 
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V.7 - EXEMPLO 5 - CASCA RETICULADA 
A casca reticulada representada na figura (V.7.1) 
foi analisada por RODRIGO (11) através de vários métodos incre 
mentais-iterativos. Trata-se de uma estrutura com comportame~ 
to fortemente não linear. 
Examina-se o deslocamento vertical do no 1 durante 
a aplicação de vinte incrementos de carga. 
Inicialmente foi feita uma análise sem atualizações 
com quatro vetores de Lanczos-Ritz. A tabela (V.7.1) apresen-
ta os valores críticos de À e os respectivos a . 
. 
VETOR À a 
1 0,9674E+02 0,501E+OO 
2 -0,4459E+02 -0,469E-02 
3 0,8507E+03 -0,399E-01 
4 0,3764E+04 -0,168E+OO 
Tabela (V.7.1) - Valores críticos de À 
o que se pode observar é que o segundo e terceiro 
vetores, embora com cargas criticas nao muito afastadas da pr! 
meira, possuem baixos valores para a. Isto indica que a ana-
lise pode ser feita com um número ainda menor de vetores. De 
fato, ao se analisar a estrutura com apenas dois vetores, obte 
ve-se os mesmos resultados da análise com quatro ou mais veto 
res. Os dois vetores gerados tiveram seus valores de À apr~ 
ximando-se de Àl e À4 da análise com quatro vetores, confir-
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EXEMPLO - 5 
t 
CASCA RETICULADA 




~ 25 cm 1, 25 cm 1 ,· 
43,3 cm l 43, 3 cm 
1 
(Figura V. 7 .1) 
SIMETRIA 
E= w 6 kgf /cm 2 
A=l,Ocm2 
p : " X 15, 75 kg! 
-·~2cm . -f,216 cm 
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mando assim que estes sao os vetores de maior participação na 
resposta. Os valores de À criticas para a análise com dois 
vetores são apresentados na tabela (V.7.2). 
VETOR À C! 
1 0,9675E+02 0,501E+OO 
-
2 0,3299E+04 -0, .l.73E+00 
. 
Tabela (V.7.2) - Valores criticas de À 
Ritz. e dos 
Apesar deste poder de seleção do algoritmo de I.anczos-
bons resultados obtidos para este caso com apenas 
dois vetores, deve-se agir com prudência na escolha do número de 
vetores. É possível que os deslocamentos de outras partes da es 
trutura exijam um número maior de vetores para a sua representa-
çao. 
Os valores da relação 1 16_r 11 / 11 ":t:i 1 1 começaram cem 
3,2 para o nivel 0,1 Àl apresentando um salto para valores da 
ordem de 5,0E+06 a partir do nivel 0,4 À1 . Isto denuncia oca-
ráter fortemente não linear do problema e uma flambagem por pon-
to limite entre os níveis 0,2 À e 0,4 "i· Como o valor máximo 
de À sera vinte, nossa análise se restringirá até o nível cor-
respondente a 0,21 "i· 
A tabela (V.7.3) apresenta os resultados obtidos pe-
las análises efetuadas. As análises modais são feitas com dois 
vetores de Lanczos-Ritz. As atualizações apresentaram pratica -
mente os mesmos resultados tanto para o tipo A como para o tipo 
B. Os erros são calculados em relação ao método de Newton-Raphson 
(M.N.R.), e para os custos considerou-se que a unidade de servi-
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ço computacional (.USC) correspondesse ao valor de Cz$1,00. 
No grifico da figura (.V.7.2) pode-se observar a e-
ficicia do processo de atualização para este caso. 
r: 
(1) (2) (3) (4) (5) 
LINEAR 
À MJDAL MJDAL MJDAL MJDAL INCRE- MNR 
0-ATLZ 2-ATLZ 6-ATLZ 9-ATLZ MENTAL 
1 0,0357 o I 0364 0,0364 0,0364 0,0364 0,0353 0,0359 
4 0,0714 0,0741 0,0741 0,0741 _QLQ11l:_ 0,0729 0,0741 
- - -· 
6 0,1071 0,1134 0,1134 0,1134 0,1154 0,1131 0,1152 
8 0,1427 0,1543 -º..Ll543 _ OL1543 __ L_QLl:2.ê:Z_ 0,1564 0,1597 .,_ __________ ... __________ .._ _______ 
10 0,1784 O, 1969 0,2025 0,2025 0,2072 1... ________ 0,2038 0,2086 
.... -------
12 0,2141 0,2413 0, 2539 -ºL~5}2 __ ~-ºL2611 0,2562 0,2635 -- -- -- 1- --
14 0,2498 0,2877 0,3086 0,3142 QL3~23 0,3157 0,3266 
16 0,2855 0,3362 _QL1§:Z3 __ 0,3804 OL3944 0,3853 0,4028 
- -- -
17 0,3033 0,3613 0,4077 0,422~ _Qd378 0,4257 0,4490 
---- - -· 
18 0,3212 0,3870 0,4513 __ 0,4703 _ _Qd88~- 0,4717 0,5044 
- - - ----- -
19 0,3390 0,4133 0,4987 L--~2284_ _QL5203 0,5259 O, 5777 
~ --- ~---
20 0,3569 0,4402 0,5504 0,6054 0,6365 0,5936 0,7312 
CUS'ID 8,69 26,14 54,41 80,45 104,57 202,41 
Tabela (V.7.3) - Deslocamento Vertical do no 1 (cm) 
ERRO 
(1) (2) ( 3) 
1,4 1,4 1,4 
o,o 0,0 0,0 
-1,6 -1,6 -1,6 
-3,4 -3,4 -3,4 
-5,6 -2,9 -2,9 
-8,4 -3,6 -3,6 
-12 -5,5 -3,8 
-16 -8,8 -5,6 
-19 -9,2 -6,0 
-23 -11 -6,8 
-28 -14 -8,5 








































( 1) ANALISE LINEAR 
8 (2) ANALISE NAO LINEAR MODAL 0-ATLZ r' o 
(3) ANALISE NAO LINEAR MODAL 6 -A T L Z r' 
6 (4) ANALISE NAO LINEAR MODAL 9-ATLZ 
(5) ANALISE NAO LINEAR PELO M. N. R. 
4 
2 
0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0, 7 W (cm) 




Nos exemplos analisados, constatou-se que a extensão 
do método modal para consideração de molas não lineares aplica-
das na estrutura, apresentou resultados plenamente satisfatórios. 
Embora tenha-se utilizado um processo iterativo para a determi-
naçao da parcela do deslocamento devido à não linearidade fisi-
ca, a análise modal com base de Lanczos-Ritz permitiu a diminu_:!:. 
çao do número de equações, preservando assim o baixo custo da 
análise que e uma das principais caracteristicas do método mo-
dal. 
Molas nao lineares sao utilizadas na prática princi-
palmente para a representação da interação solo-estrutura; es -
tes problemas têm então agora a possibilidade de também serem 
analisados pelo método modal. 
A técnica empregada para correçao da solução modal, 
através de atualizações de referencial e do cálculo da matriz de 
rigidez tangente, também mostrou-se eficiente. Desta forma con 
seguiu-se ampliar a classe de problemas não lineares que podem 
ser solucionados pelo método modal. 
A idéia fundamental é apresentar o método modal corno 
um substituto da análise Tinear convencional. Com um custo nao 
muito superior ao da análise linear, o método modal é capaz de 
fornecer, em muitos casos, uma boa aproximação da solução nao 
linear exata. Além disto, o método fornece ao usuário alguns~ 
rãmetros de controle que permitem não só obter informações so-
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bre o comportamento da estrutura, como também avaliar a qualid~ 
de da solução obtida. 
Assim sendo, o baixo custo, as informações sobre o 
comportamento da estrutura, e a solução satisfatória para probl~ 
mas não lineares de interesse prático, tornam atrativa a utiliza 
çao do método modal sobretudo na fase de desenvolvimento de um 
projeto. 
Neste trabalho apenas foram analisadas estruturas re-
ticuladas, porem a análise estática não linear de placas e cas -
cas pode também ser efetuada utilizando a formulação do método 
modal. 
Finalmente, considera-se importante que um numero mai 
or de exemplos sejam analisados para se adquirir uma maior expe-
riência na aplicação do método modal, procurando definir melhor 
a fronteira da classe de problemas por ele solucionados e também 
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